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sheim fogalmazta meg
ege az volt, hogy Hil-
l axiómaként, amelye-
ani kell,11 és ugyanak-
ami a fizikusok szerint

ményét, hogy Hilbert – miközben tökéletesen megér-
tette a probléma matematikai oldalát – az elmélet fizi-
kai tartalmát súlyosan félreértette. Vizgin (és egyéb-
ként Corry is) hivatkozik Einstein 1916-ban Hermann
Weylhez írott levelébôl az alábbi sorokra, amelyeket
csoport véleményét Ernst Pring
cikk formájában. A bírálat lény
bert olyan feltevéseket fogad e
ket a fizikusok szerint bizonyít
kor olyan irányban általánosít,

érdektelen. Mint látható, a vita tényleg arról szólt,
hogy a jelenségekben ki mit tart fontosnak. A fiziká-
ban ez elkerülhetetlen, és aláaknáz minden axiomati-
zálási kísérletet.

Volt Hilbert fizikájának egy csendes bírálója is, aki
csak magánlevélben tett elmarasztaló észrevételeket:
Albert Einstein. Már említettem, hogy Hilbertnek ma-
radandó érdemei vannak az általános relativitáselmé-
let variációs elvként történô megfogalmazásában.
Van egy kitûnô könyv, A modern gravitációelmélet
kialakulása (szerzôje V. P. Vizgin, magyarul is meg-
jelent Illy József fordításában), amely mintaszerûen
elemzi Hilbert hozzájárulását az általános relativitás-
elmélethez.12 Itt most a kérdésnek csak egyetlen as-
pektusát emelem ki: Vizgin megerôsíti Einstein véle-

11 Például azt, hogy a sugárzás külön-külön minden hullámhosz-
szon egyensúlyban van önmagával. Kirchhoff törvénye az elôzô
lábjegyzetben idézett formájában erre az esetre vonatkozik. Amikor
a falak szórják a fényt és/vagy fluoreszkálnak, a Kirchhoff-törvény
gyengébb formában érvényes (lásd Landau, Lifsic: Statisztikus
fizika kötetében a Fekete sugárzás címû fejezetet).
12 W. Isaacson nemrég megjelent Einstein-életrajzában (Alexandra,
2009) újonnan elôkerült dokumentumokat is felhasznál arra, hogy
tisztázza Hilbert szerepét az általános relativitáselmélet létrejöttében.

az utolsó mondat miatt idézek:
„Gyerekesnek tûnik Hilbertnek az anyagra vonat-

kozó föltevése, olyan gyerekre gondolok, aki nem
ismeri a világ álnokságát… Semmiképp sem lehet
helyeselni, hogy a relativitási posztulátumból követ-
kezô komoly megfontolásokat az elektron vagy az
anyag fölépítésére vonatkozó ily kockázatos és alap-
talan föltevésekkel zavarjanak össze. Készséggel elis-
merem, hogy az elektron szerkezetére vonatkozó
alkalmas föltevés, illetve Hamilton-függvény felkuta-
tása ma az elmélet egyik legégetôbb feladata. Az
»axiomatikus módszer« azonban aligha segíthet.”

✧
Befejezésül újra aláhúzom, hogy a fizikában az egyes
törvények alkalmazását mindig megelôzi annak mér-
legelése, hogy a vizsgált jelenség szempontjából a
megfigyelés konkrét körülményei között milyen hatá-
sokat kell lényegesnek, illetve lényegtelennek tekinte-
ni. Az axiomatizálás errôl eltereli a figyelmet, mert az
egzaktság illúzióját nyújtja. Ezzel fontos igényt elégít
ki: a bizonyosság utáni vágyat. Lehet, hogy gyakran
ezért élik meg az axiómarendszerek kidolgozói inzul-
tusként a bírálatot. Ez a reakció még egy Hilbert mé-
retû zseninél is megfigyelhetô.

KVANTUM FÔNIX – HULLÁMCSOMAG-DINAMIKA
AZ INTERNETEN Vancsó Péter, Biró László Péter, Márk Géza István

MTA Műszaki Fizikai és Anyagtudományi Kutatóintézet
Nanoszerkezetek Osztály

A kvantummechanika ismerete alapvetô fontosságú,
hogy megértsük a körülöttünk lévô természetet, an-
nak mûködését. Az elektronok mozgásának, az ato-
mok és molekulák tulajdonságainak leírásához a
klasszikus fizika törvényei (már) nem elegendôek.
Habár az a mikroszkopikus méret- és idôtartomány,
amelyben a kvantummechanika törvényei érvénye-
sek, távol esik emberi világunk méret- és idôskálájá-
tól, ez a tudomány mégsem csupán a kutatók biro-
dalma. A 21. század elején az embereket a minden-
napokban körülvevô modern technikai eszközök [1]
– például tranzisztor, lézer – mûködésének megérté-
sénél is nélkülözhetetlenek a kvantummechanikai
ismeretek. Ezeknek az ismereteknek az átadása az
oktatás feladata, legyen szó középiskolai vagy egye-
temi szintû oktatásról [2].

A kvantummechanika oktatása az egyik legnehe-
zebb feladat a fizika tanítása folyamán, mivel a diákok
túl absztraktnak, matematikailag túl bonyolultnak
tartják [3]. Ez érthetô is, ha végiggondoljuk, hogy a

klasszikus fizika fogalomkörének és törvényeinek
megértésénél segítségünkre vannak mindennapi ta-
pasztalataink, mindenki által könnyen elvégezhetô
kísérletek. Ezzel szemben a kvantummechanika mé-
rettartományában végzett mérések többnyire közve-
tettek és nehezen értelmezhetôk.

Matematikai szempontból ahhoz, hogy klasszikus
mechanikai leírását adjuk egy részecske (tömegpont)
mozgásának, 6 paramétert kell megadnunk: r(t ) és
p(t ), azaz a hely és a lendület x, y és z komponensét
az idô függvényében. Ezek határozzák meg a többi
dinamikai változót, például az energiát. A Newton-
törvények ismeretében kiszámíthatjuk az r(t ) és p(t )
függvények értékeit minden pillanatra, ha ismerjük a
függvények értékét valamely tetszôleges t0 kezdeti
pillanatban, azaz adottak az r0 = r(t0) és p0 = p(t0)
kezdeti hely- és lendületértékek, továbbá ismerjük a
részecskére ható erôket. A kvantummechanikai leírás-
mód ennél bonyolultabb. A részecske állapotát t pilla-
natban egy hullámfüggvény adja meg, ψ(r, t ), amely
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tartalmazza az összes információt, amit a részecskérôl
tudni lehet. Látható tehát, hogy a 6 paraméter helyett,
most végtelen számú paraméterünk van: a ψ 3+1 = 4
változós függvény értékei a tér minden pontjában,
minden idôpontban. A ψ(r, t ) függvényt valószínûségi
amplitúdónak nevezzük, mert

annak a valószínûségét adja meg, hogy a részecske t

ρ(r, t ) dr3 = ψ(r, t ) 2 dr3

idôpontban egy r pont körüli dr3 térfogatelemben
található, ρ(r, t ) pedig a megtalálási valószínûség-
sûrûség. A hullámfüggvény idôfejlôdését az idôfüggô
Schrödinger-egyenlet írja le, amely egy homogén li-
neáris parciális differenciálegyenlet:

Ez az az egyenlet, amely mai ismereteink szerint az

i ∂ ψ(r, t )
∂ t

= Ĥ ψ(r, t ).

atom- és molekulafizika, a szilárdtestfizika, sôt a ké-
mia és a biológia összes (nem-relativisztikus) jelensé-
gét kormányozza. Következményeit számtalan kísér-
let igazolta az egyenlet megalkotása óta eltelt több,
mint 80 év folyamán.

A Schrödinger-egyenlet determinisztikus; adott
ψ0(r) = ψ(r, t= t0) kezdôállapot esetén a hullámfügg-
vény kiszámítható bármely t idôpontra. A véletlensze-
rûség, az indeterminizmus, a fizikai mennyiség méré-
se folyamán jelenik meg a kvantummechanikában. A
Schrödinger-egyenlet megoldásához a kezdô állapot
ismeretén kívül szükséges az adott fizikai rendszert
meghatározó H Hamilton-operátor. Konzervatív rend-
szerek esetén H = K+V, ahol K a kinetikus, V pedig a
potenciális energia operátora, tehát a rendszert végsô
soron a V potenciáloperátor írja le. Ha ez a potenciál
lokális, akkor a potenciális energia operátor hatása
egy egyszerû V (r) potenciálfüggvénnyel adható meg.

Látható tehát, hogy a kvantummechanika matema-
tikai nyelvezetének megértése szintén nem egyszerû
feladat, és további probléma, mint említettem, hogy a
jelenségeket nem tudja a diák a mindennapi tapasztala-
taihoz kapcsolni – ψ(r, t ) komplex értékû függvény(!) –,
a mérések pedig mindig közvetettek: maga a hullám-
függvény nem mérhetô, csak a belôle származtatott
mennyiségek, az úgynevezett megfigyelhetô mennyisé-
gek, mint például 〈r〉, a hely várható értéke:

Ahhoz, hogy mégis szemléletes képet tudjunk adni a

〈r〉 = 〈ψ r ψ〉 = ⌡
⌠

⌡
⌠

⌡
⌠ ψ ✽ r ψ dx dy dz.

diákoknak a Schrödinger-egyenlet „mûködésérôl”,
egy nagyon hasznos eszközt alkalmazhatunk: a szá-
mítógépes szimulációt. A mai személyi számítógépek
sebessége és tárolókapacitása már bárki számára le-
hetôvé teszi egyszerû kvantummechanikai rendszerek
numerikus vizsgálatát. Ha például a háromdimenziós
hullámfüggvényt egy x,y,z -ben egyaránt 256 pontból
álló felosztáson modellezzünk, a hullámfüggvény
(duplapontos komplex) tárolásához 256 Megabyte
tárolókapacitás szükséges – egy mai köznapi PC-ben

általában több mint 1024 Megabyte memória találha-
tó. Ha a számítást két dimenzióra korlátozzuk és/vagy
kihasználjuk az adott rendszer szimmetriáit, akkor
még kevesebb memória elegendô a számításokhoz.

Web-Schrödinger

Az MTA Mûszaki Fizikai és Anyagtudományi Kutató-
intézet Nanoszerkezetek Osztályán, belga kutatókkal
együttmûködésben kifejlesztett Web-Schrödinger egy
olyan interaktív számítógépes szimuláció, amely
szemléletessé teszi az idôfüggô Schrödinger-egyenlet
megoldását. A numerikus számítás maga egy alkalma-
zásszerveren fut, így a felhasználónak nem kell telepí-
teni semmit a saját számítógépén, egyszerû web-bön-
gészô segítségével használhatja a programot (http://
www.nanotechnology.hu/online/web-schroedinger/
index.html címen). A program interaktív voltából adó-
dóan pedig a felhasználó betöltheti az elôre elkészí-
tett példákat, és változtathat azok beállításain, továb-
bá készíthet teljesen új példákat, amelyek mentése
szintén lehetséges. Ahhoz, hogy megértsük hogyan
„kormányozhatja a hullámfüggvényt” a felhasználó a
szimuláció során, kicsit részletesebben meg kell is-
merkednünk a programmal.

A szimuláció három lépésbôl áll:
• Elôször meg kell határoznunk a ψ0(r) kezdôálla-

pot- és a V (r) potenciálfüggvényeket, és beállítanunk
néhány számolási paramétert, mint például a szimu-
lált idôintervallumot.

• Ezután a program kiszámítja a hullámfüggvény
idôfejlôdését.

• Végül megjeleníti a megtalálási valószínûség
idôfejlôdését.

A hullámcsomag-dinamikai módszer

Erwin Schrödinger 1926-ban [4] azzal a céllal alkotta
meg a kvantummechanikai hullámcsomag fogalmát,
hogy hidat építsen a klasszikus és a kvantummechani-
ka között. A hullámcsomag egy térben lokalizált hul-
lámfüggvény, azaz olyan kvantumállapotot ír le, amikor
a részecske nagy valószínûséggel egy adott pont köze-
lében található. A Schrödinger-egyenletbôl levezethetô,
hogy a hullámcsomag tömegközéppontja jó közelítés-
sel úgy mozog, mint egy klasszikus tömegpont, ha a
potenciál lassan változik a hullámcsomag méretéhez
képest. A hullámcsomag leggyakrabban alkalmazott
formája a Gauss-hullámcsomag – a Web-Schrödinger
program is ezt használja kezdôállapotként:

ahol k0 = (2π/λ)n a hullámcsomag hullámszámvekto-

ψ0(r) = N exp i k0 r exp










r r0
2

a 2
,

ra, λ a de Broglie hullámhossz, a pedig a hullámcso-
mag szélessége – minél nagyobb a, annál szélesebb a
hullámcsomag. Az n vektor a részecske haladási irá-
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nyát adja meg, N pedig egy normálási faktor. A hul-

1. ábra. STM tû – szén nanocsô – hordozó felület potenciál konst-
rukciója a Web-Schrödingerben – a Web böngészô ablakából kimen-
tett képernyôkép. Láthatjuk, hogyan lehet összerakni az STM leképe-
zés szimulációjához használt potenciált a különféle objektumokból.
A jobboldali kép az így elkészült potenciált mutatja: a fehér szín a
nulla potenciál, a fekete −9,81 eV, ezt a potenciálkád mélységet a
grafit Fermi-energiájából és kilépési munkájából számítottuk ki, lásd
[5]. A nanocsô átmérôje 1 nm, ez megfelel egy tipikus egyfalú szén
nanocsô átmérôjének. A méreteket a programban ångströmben (1 Å
= 0,1 nm), az energiákat elektronvoltban kell megadni.

lámszám a részecske lendületébôl így számítható ki:
k0 = p0/ , = h /2π, ahol h a Planck-állandó. r0 adja
meg a részecske helyét – a negatív kitevôjû exponen-
ciális függvény miatt ezen a helyen maximális a ψ
hullámfüggvény abszolút értéke, r0-tól távolodva
gyorsan csökken. Mivel ρ = |ψ|2 adja a megtalálási
valószínûségsûrûséget a hely függvényében, azonnal
láthatjuk, hogy a Gauss-hullámcsomag valóban lokali-
zált állapotot ír le: a részecske megtalálási valószínû-
sége az r0 pontban a legnagyobb, attól távolodva ro-
hamosan csökken – lásd a 2. ábrá t!

Mint azt korábban részletesen leírtuk [5], a hullám-
csomag-dinamikai módszerben egy adott potenciál-
térben vizsgáljuk meg a hullámcsomag mozgását (szi-
mulált szóráskísérlet). Ennek szemléltetése pedig ki-
emelkedô fontosságú, ugyanis a diákok nehezen tud-
ják elképzelni, hogyan terjed egy elektron, mi törté-
nik, ha potenciálgáttal érintkezik, hogyan megy végbe
a kölcsönhatás stb.

Paraméterek

Elsôként a felhasználó a számolási doboz méretét, illet-
ve annak felosztását tudja beállítani. Jellegzetes nanofi-
zikai alkalmazásoknál a számolási doboz mérete né-
hány nanométer, a felosztást pedig úgy kell megadni,
hogy a szimulációban elôforduló de Broglie hullámokat
jól mintavételezze. Elektronvolt nagyságrendû energiák-
nál ez – elektronra – 0,01–0,1 nm lépésközt jelent.

A második lépés a potenciálfüggvény megadása,
voltaképpen ezzel határozzuk meg azt a fizikai rend-
szert, amelyet vizsgálni akarunk. A különbözô poten-
ciálokkal vagyunk tehát képesek különbözô jelensé-
gek szemléltetésére, mint például az alagutazás folya-
mata, a tiltott és megengedett sáv kristályokban, do-
bozba zárt részecske stb.

Háromfajta potenciál „építôkocka” közül választha-
tunk; a kör, a téglalap és a félsík, amelyeket tetszôleges
módon és számban helyezhetünk el a számolási doboz-
ban, természetesen értékeik megadásával, ezáltal széles
alkalmazási spektrumot kínálva a felhasználónak. Az 1.
ábrán, amely egy, a programból kimentett képernyô-
kép, láthatjuk, hogyan lehet bonyolult potenciálokat is
egyszerûen felépíteni a programmal: ezen a képen egy
szén nanocsô pásztázó alagútmikroszkópos leképezé-
sének szimulációjánál használt potenciált [5] mutatunk
be. Az 1. ábrán az STM-tû – nanocsô – hordozó felület-
nek a csôre merôleges keresztmetszetét láthatjuk: az
alsó fekete félsík a hordozót, a középsô gyûrû a nano-
csövet (amely a Van der Waals potenciálon „lebeg” a
hordozó fölött, körülbelül 0,335 nm távolságra), a fölsô
félsík a félkör alakú kiemelkedéssel az alagútmikrosz-
kóp tûjét szimulálja. Az STM leképezésnek ezzel az
egyszerû, geometriai modelljével számos kísérleti ered-
mény vált értelmezhetôvé, amelyekrôl részletesen az
alábbi cikkekben lehet olvasni [5–7].

A következô lépés a kezdeti hullámcsomag paramé-
tereinek megadása. Itt tudja a felhasználó a hullámcso-
mag kezdeti helyét, kinetikus energiáját, szélességét és
még egyéb, ehhez kapcsolódó adatokat beállítani.

Végül a már említett számolási lépésközt (δt ) és a
szimulált idôtartamot adhatjuk meg. A számolás ered-
ményét a program képek formájában jeleníti meg
(results menüpont). A képeken a megtalálási valószí-
nûségsûrûség, ρ(r, t ) = |ψ(r, t )|2 idôfüggése látható.

Megismerkedvén lehetôségeinkkel, a cikk követke-
zô részében néhány példával szeretnénk bemutatni a
program mûködését (ezek szintén megtalálhatóak a
„példák” menüpont alatt).

Példák
Alagúteffektus

A klasszikus fizika törvényei szerint egy E energiával
rendelkezô részecske nem tud behatolni V > E poten-
ciállal rendelkezô térrészbe, ez számára ugyanis tiltott
tartomány. Ennek szemléletes példája a mély gödör
alján lévô, abból kigurulni nem tudó labda esete. A
kvantummechanika azonban mást mond: hullámtulaj-
donságából kifolyólag a részecskének van egy véges
valószínûségû esélye arra, hogy áthaladjon az ener-
giáját meghaladó „magasságú” potenciálfalon. Ezt a
jelenséget nevezzük alagúteffektusnak, ennek nem
egy megjelenési formájával találkozhatunk a termé-
szetben és a technikában, a radioaktív bomlástól a
villanykapcsoló mûködéséig. A Web-Schrödingerrel
most ezt a jelenséget szeretnénk bemutatni.

A beállítások kritériuma, hogy a potenciálfal ma-
gassága legyen nagyobb a hullámcsomag energiájá-
nál. Ekkor az áthaladási valószínûség jó közelítéssel

ahol κ paraméter a részecske tömegébôl, energiájá-

T ∼ e 2κd,

ból, illetve a potenciál nagyságából számítható. Innen
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már látszik, hogy nem érde-

2. ábra. Hullámcsomag alagutazása, a ρ(x,y; t ) megtalálási valószínûségsûrûség függvény külön-
bözô pillanatokra. A felülrôl lefelé haladó kezdeti hullámcsomag nekiütközik az E energiájánál na-
gyobb V0 magasságú potenciálfalnak. Az áthaladás valószínûségét (az alagutazást) a potenciálfal
túloldalán megjelenô hullámcsomag mutatja, a potenciálfal felsô oldalán pedig a visszavert hullám-
csomagot láthatjuk. A vízszintes sötét sáv a potenciálfalat jelképezi. A szürkeskálájú ábrázolásban a
sötétszürke jelenti a legnagyobb, a fehér a nulla megtalálási valószínûséget. Nemlineáris szürke-
skálát alkalmaztunk, hogy a nagyobb és kisebb megtalálási valószínûségértékek egyaránt jól lát-
szanak az ábrán.

2 nm

t = 0 fs t = 0,58 fs t = 1,16 fs t = 1,74 fs t = 2,32 fs

3. ábra. Megengedett és tiltott sáv. A felsô sorban a bejövô hullámcsomag energiájának középérté-
ke 10,61 eV, amely a megengedett sávba esik, ezért a hullámcsomag áthalad a kristályon. Az alsó
sorban az energia 14,88 eV, ez egy, a tiltott sávba esô érték, ezért a hullámcsomag visszaverôdik.
Szürke színnel továbbra is a hullámcsomag megtalálási valószínûségsûrûségét ábrázoltuk, a sötét
vonalak pedig a kristály periodikus potenciálját mutatják. A kristály ebben a szimulációban hét da-
rab, 0,53 Å vastag, 9,81 eV magas potenciálfalból állt, amelyek 5,3 Å távol vannak egymástól. A
szórási folyamat a kisebb energiájú hullámcsomag esetén lassabb.

65 nm

t = 0 fs t = 0,72 fs t = 1,44 fs t = 2,17 fs t = 2,89 fs

65 nm

t = 0 fs t = 1,44 fs t = 2,89 fs t = 4,34 fs t = 5,78 fs

mes a potenciálfal szélességét
túl nagyra választani, mert ak-
kor az átjutás mértéke túlsá-
gosan csökkenhet, ezáltal a
jelenség kevésbé szemléletes.
A példában a potenciál értéke
V = 7 eV, a kezdeti energia
pedig E = 5 eV. A potenciál
vastagsága d = 2 Å. Ezekkel
az értékekkel az átmeneti va-
lószínûségre T = 0,17 értéket
kapunk a fenti képletbôl, a
visszaverôdési valószínûség
tehát R = 1−T = 0,83.

A megtalálási valószínûségsûrûség idôfejlôdése a 2.
ábrán látható. Mivel a kezdeti hullámcsomagnak egy
−y („lefelé”) irányú lendületet adtunk, megfigyelhet-
jük, hogy idôfejlôdése során a −y irányba halad –
amíg csak el nem éri a potenciálfalat. A további képek
azt mutatják, ahogyan a hullámcsomag kölcsönhatás-
ba lép a potenciálfallal, az utolsó kép pedig a köl-
csönhatás lezajlása utáni végállapotot ábrázolja. A
teljes folyamat 2,32 fs = 2,32 10−15 s idôt vesz igény-
be. A vízszintes csíkokat a visszavert és beérkezô hul-
lámok interferenciája okozza. Látható hogy bár a ré-
szecske elég nagy eséllyel visszaverôdik, mégis véges
valószínûséggel átjuthat a potenciálfalon (szürke folt
a potenciál túloldalán). Így tehát szemléletes képet
sikerült alkotnunk az alagutazás folyamatáról.

Tiltott és megengedett sáv kristályokban

Az ideális kristály a térben ismétlôdô, azonos szerkezeti
egységekbôl álló rendszer. Ha egy hullám, amelynek
hullámhossza összemérhetô a kristály periodicitásával,
kölcsönhatásba lép a kristállyal, akkor fellép a diffrak-
ció jelensége. A diffrakció pedig erôsen függ a hullám-
hossztól, ezáltal bizonyos hullámhosszú hullámok át
tudnak hatolni a kristályon
(megengedett sáv), míg mások
visszaverôdést szenvednek
(tiltott sáv). Ha elektronok
szóródnak, akkor ez a jelenség
alakítja ki többek között az
elektronok sávszerkezetét –
ezen alapul a félvezetô eszkö-
zök mûködése –, látható fény
szóródásánál pedig különbözô
színek megjelenését tapasztal-
hatjuk. Azokat a kristályokat,
amelyek periodicitása a látható
fény hullámhosszának nagy-
ságrendjébe esik, fotonikus
kristályoknak nevezzük, és
bizonyos ásványoknál és élô-
lényeknél ez okozza a szín-
pompás megjelenést. Ezzel
részletesen az alábbi cikk fog-
lalkozik [8].

A 3. ábrán bemutatott szimulációban a potenciálok
megegyeznek, de a kezdeti állapotok energiái eltérôek,
így szemléltetve a tiltott és megengedett sáv hatását.
Láthatjuk, hogy a szimulációban a tiltott sáv esetén is
van egy kis áthaladás és a megengedett sáv esetén is
egy kis visszaverôdés. Ez abból adódik, hogy a hullám-
csomag nem egy energia-sajátállapot, azaz van egy
bizonyos ∆E energiaszórása. Ezért a tiltott (megenge-
dett) sávba esô hullámcsomag – kis valószínûséggel –
áthaladhat (visszaverôdhet) a kristály-potenciálon. A
hullámcsomag ∆E energiaszórását természetesen tet-
szôleges mértékben csökkenthetjük, de ez csak azon az
áron lehetséges, hogy a ∆r térbeli kiterjedését megnö-
veljük (azaz egyre inkább közelítünk a síkhullám határ-
esethez). Ám a hullámcsomag térbeli kiterjedésének
növelése megnöveli a számolási doboz méretét is.

A kvantum fônix

A szabad térbeli kvantummechanikai hullámcsomag –
azaz, ha a részecske nem hat kölcsön semmi mással –
alapvetô tulajdonsága a szétfolyás, azaz a megtalálási
valószínûség az idô elôrehaladtával egyre nagyobb tér-
részre terjed ki. Megfelelô potenciál alkalmazásával
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azonban megfordíthatjuk ezt a folyamatot! Azt a jelen-

4. ábra. 7 nm széles dobozba zárt részecske idôfejlôdése látható a
képeken, amely jól meghatározott idô – esetünkben 71 fs – után is-
mét felveszi a kezdeti állapotot, azaz újjászületik. Ennek az idônek a
tört részeinél (1/2, 1/3, 1/4 …) a tört újjászületések (2×-es, 3×-os, 4×-
es) figyelhetôk meg. Az idôfejlôdést egy újjásszületési periódus (revi-
val time) hosszúságban (TR = 71 fs) szimuláltuk és TR/15 idôközön-
ként mintavételeztük. A 3/15 és 6/15 képeken az ötszörös, az 5/15
képen a háromszoros újjászületést figyelhetjük meg. A mintázatok
TR/2 idôtôl fordított sorrendben ismétlôdnek. A kétszeres újjászüle-
tést nem látjuk, mert a TR/2 idô nem esik pontosan egyik idôfelosztás
pontra sem. De a 7/15 és 8/15 képeken megfigyelhetjük a hullám-
csomag alakját a kétszeres rekonstrukció elôtt és után kis idôvel.

séget, amikor a kezdeti hullámcsomag idôfejlôdése fo-
lyamán újra kialakul a kezdeti állapot, quantum revival-
nek (kvantumállapot újjászületés) nevezzük. Egy végte-
len mély potenciáldoboz esetén a folyamat érdekessége
továbbá, hogy az a periódusidô, ami alatt a hullámfügg-
vény visszatér kezdeti állapotába, független a kezdeti
hullámcsomag paramétereitôl, csak a doboz méretei ha-
tározzák meg, ami szöges ellentétben áll a klasszikus
szemlélettel. Ezt nevezik revival-paradoxonnak, további
részletek errôl az alábbi cikkben találhatók [9]. Érdemes
megemlíteni, hogy hasonló jelenség (Talbot-effektus)
már 1836 óta ismert az optikában!

A kvantumállapot újjászületés bemutatásához a „do-
bozba zárt részecske” modellbôl indulunk ki, amelyben
a hullámcsomag egy kétdimenziós potenciálgödörbe
van lokalizálva. ρ(x,y; t ) idôfejlôdését láthatjuk a 4. áb-
rán, ahol a szimuláció teljes idôtartama egy újjászületési
periódus. Megfigyelhetjük, hogy a kezdeti hullámcso-
mag elôször elkezd szétfolyni, majd visszaverôdik a
potenciálfalról, interferencia-mintázatok alakulnak ki. A
szimuláció végére rekonstruálódik a kezdeti állapot. Ám
a közbensô idôkben is bámulatosan érdekes jelenséget
figyelhetünk meg, a többszörös (tört) újjászületéseket: a
kezdeti hullámcsomag több példányban rekonstruáló-
dik a potenciáldoboz különbözô helyein. A többszörös
újjászületések szimmetriaszerkezetét a V(r) potenciál
szimmetriája szabja meg. Mivel a 4. ábrán a potenciál x
és y irányban szimmetrikus, a kezdeti hullámcsomag x

és y irányban is megismétlôdik. Mint a hátsó borítón
látható színes kép bemutatja, az újjászületés és a több-
szörös újjászületések bonyolult alakú hullámcsomagok
esetén is bekövetkeznek. A 4. ábrán a fehér felel meg a
nulla megtalálási valószínûségsûrûségnek, a fekete a
legnagyobb megtalálási valószínûségsûrûségnek. Lát-
hatjuk, ahogyan a hullámcsomag szétfolyik, úgy egyre
szélesebb lesz, de egyre alacsonyabb lesz a csúcsa. Fizi-
kailag ez azt jelenti, hogy a kezdeti, jól lokalizált állapot-
ban a hullámcsomag az r0 hely (ami a 4. ábrán az ori-
gó) kis környezetében található nagy valószínûséggel,
de késôbb már nagyobb térrészre tejed ki. A többszörös
rekonstrukciók esetén, ha a rekonstrukció n -szeres, a
maximális megtalálási valószínûség 1/n2 arányban csök-
ken a kiinduló állapothoz képest.

Természetesen az idôfüggô Schrödinger-egyenlet
megoldásán alapuló hullámcsomag-dinamikai szimu-
lációkat nemcsak az oktatásban, hanem a kutatásban
is eredményesen lehet használni. Ennek szemlélteté-
sére a Web-Schrödinger példái közt szerepel még egy
érdekes, a hétköznapi tudományból származó példa,
amellyel az 1990-es években tanulmányoztuk a szén
nanocsövek alagútmikroszkópos leképezését.

Összegzés

A kvantummechanika megértéséhez nagyon hatékony
eszköz a számítógépes szimuláció, amellyel szemléle-
tesen tudunk bemutatni különbözô folyamatokat. A
Web-Schrödinger egy ilyen szimulációs program,
amely a szemléletesség mellett interaktív is. Ezáltal a
diákok maguk készíthetnek példákat, modellezhetnek
folyamatokat, amelyek segítségével mélyebben meg-
érthetik a kvantummechanika jelenségvilágát.

Epilógus

A hullámcsomag-dinamikai szimulációk még a kvan-
tummechanika filozófiai kérdéseit is segítenek megvi-
lágítani – már az egyszerû alagútjelenség példája segít-
ségével. Ugyanis a hullámcsomag, amíg nem éri el a
potenciálgátat, egyenletesen halad és közben szétfo-
lyik. A szétfolyás jelensége ellen még talán nem nagyon
berzenkedik a klasszikus szemléletünk – annyi történik
mindössze, hogy a részecske helyének „bizonytalansá-
ga” egyre nagyobb lesz. Ám az alagútjelenség lezajlása
utáni végállapotban (2. ábra ) azt láthatjuk, hogy a hul-
lámcsomag két különálló részre oszlott, amelyek egyre
távolodnak egymástól – azaz immár nem egy, hanem
két hely van, amelynek környezetében nagy valószínû-
séggel megtalálható a részecske. Nevezzük ezeket A (a
potenciálfal egyik oldalán) és B (a potenciálfal másik
oldalán) helyeknek. Az idô múlásával a két rész-hul-
lámcsomag bármilyen messzire távolodhat egymástól.
De – mivel az egyrészecske hullámfüggvény valójában
egyetlen tömegpont megtalálási valószínûségsûrûségét
határozza meg – a részecske csak az A hely környeze-
tében, vagy a B hely környezetében lehet, viszont az,

VANCSÓ PÉTER, BIRÓ LÁSZLÓ PÉTER, MÁRK GÉZA ISTVÁN: KVANTUM FŐNIX – HULLÁMCSOMAG-DINAMIKA AZ INTERNETEN 237



hogy melyik helyen találjuk meg a részecskét, csak

1. ábra. Rekonstruált napfoltgyakoriság a 17. század elejétôl. A
grafikon bal felén látható keresztek a korai, kevésbé megbízható
adatokat jelzik. A folytonos vastag vonal a 11 éves futó átlag, ame-
lyen a hosszútávú ingadozást jellemzô szakaszok nevét föltün-
tettük (http://en.wikipedia.org).
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2. ábra. a) A Napból érkezô elektromágneses sugárzás energiasûrûsé-
gének eloszlása a légkörön kívül (folytonos vonal), illetve a Föld fel-
színén (pontozott vonal) a hullámhossz függvényében. b) A 11 éves
napfoltciklusok során mért spektrális változékonyság ([2] nyomán).
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akkor derül ki, mikor megmérjük, hogy hol van. Ám
amint megmérjük, hogy például az A oldalon van-e a
részecske és azt találjuk, hogy ott van (illetve nincs),
ekkor abban a szempillantásban meghatározottá válik,
hogy a másik oldalon nincs (illetve van). Az A és B he-
lyeken történô részecske helymeghatározás akkor is
antikorrelációt fog mutatni, ha a két mérés között a t =
d/c idônél rövidebb idô telik el, ahol d a két hely távol-
sága és c a vákuumbeli fénysebesség. Ezekrôl a kérdé-
sekrôl lásd bôvebben [10, 11] Geszti Tamás cikkeit!
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KOZMIKUS SUGÁRZÁS, IDÔJÁRÁS, ÉGHAJLAT:
HOL A HIÁNYZÓ LÁNCSZEM?

Kiss Péter1, Csabai István1, Lichtenberger János2, Jánosi Imre1

1ELTE TTK Komplex Rendszerek Fizikája Tanszék
2ELTE TTK Űrkutató Csoport

A bolygónk felszínén lejátszódó természeti folyama-
tok túlnyomó részét végsô soron a Napból érkezô
sugárzási energia hajtja, ezért igen kézenfekvô feltéte-
lezés, hogy a naptevékenység jellemzôiben bekövet-
kezô változások szoros csatolásban állhatnak az ég-
hajlati és idôjárási jelenségekkel [1]. Nem valószínû,
hogy az 1. ábrán látható napfoltgyakoriság adatsora
túl sok Olvasónak jelentene újdonságot. A napfoltgya-
koriság nagyjából 11 éves ciklikusságát (Samuel
Heinrich Schwabe, 1843) közvetlen csillagászati meg-
figyelések alapján egészen Galilei 1610 körüli észlelé-
séig visszamenôleg sikerült kimutatni. A pontos földi
és mûholdas mérések az utolsó néhány napciklus
ideje alatt sok ismeret összegyûjtését tették lehetôvé,
ezért valószínûleg hasonlóan ismerôs a 2.a ábra is,
ami a beérkezô elektromágneses sugárzás energiasû-
rûségének eloszlását mutatja a hullámhossz függvé-

nyében (Planck -görbe). A légkör optikai szûrôhatá-
sairól sem érdemes itt sokat értekezni. Különösen az
ózonlyuk megjelenése óta tekinthetô közismertnek,
hogy az ultraibolya (UV) és extrém-ultraibolya (EUV)
komponensek gyakorlatilag nem érik el a Föld felszí-
nét (2.a ábra, pontozott vonal), legalábbis rendes
körülmények között.
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A kvantum fônix (quantum revival) jelenség. A y (x,y) kezdôállapotot az M, F, A betûkbôl (a Mûszaki 0

Fizikai és Anyagtudományi Kutatóintézet rövidítése) alakítottuk ki, a V(x,y) potenciál pedig egy 29 nm 

széles dobozpotenciál. A részábrákon a r(x,y;t) megtalálási valószínûségsûrûséget ábrázoltuk szín-

kódolással (lásd a skálát jobbra), kiválasztott, jellegzetes idôpillanatokra, amelyeket a többszörös és 

teljes újjászületések közelében választottunk. A teljes újjászületés ideje T = 9,3 ps. Mindegyik rész-R   

ábrát egyenként normáltuk. A kék négyzet a dobozpotenciált mutatja.
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